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研究成果報告 

1. 研究の背景及び目的 

可微分多様体の間の可微分写像（𝐶𝐶∞級写像）の特異点とは、陰関数の定理が適用出来ない点、つまり、

微分の階数が最大ではない点である。一般に可微分写像を扱う場合、特異点は自然に現れる。可微分写像の

特異点論は 20世紀後半に整備され、現在も活発に研究が行われている。また、近年においては、特異点論

の微分幾何学への応用が多くなされ、特異点を持つ曲線や曲面のクラスとして、波面の微分幾何学的研究が

行われている。波面は法線ベクトル場が付随した平面上の曲線あるいは空間上の曲面などであり、いずれも

余次元が 1の可微分写像である。 

その中で報告者は特異点を持つ余次元が 2以上の曲線のクラスとして、枠付き曲線の概念を導入し、基礎

理論を構築した（Honda-Takahashi, 2016）。枠付き曲線は特異点においても動標構が定義される。その動

標構を利用して、枠付き曲線の構造方程式（フルネ・セレ型の公式）と不変量（枠付き曲線の曲率）を導入

し、特異点を持つ余次元が 2以上の曲線の微分幾何学的性質を調査した。余次元に注目すると、報告者らに

よる枠付き曲線の理論は特異点を持つ余次元が 2以上の微分幾何学的研究の先駆けである。 

本研究課題では、特異点を持つ余次元が 2以上の可微分写像の微分幾何学的研究手法の確立を念頭に、枠

付き曲線の理論の応用として、3次元／4次元ユークリッド空間上の特異点を持つ空間曲線の研究を行う。 

 

2. 得られた成果 

前頁の通り、本研究期間において得られた研究成果は研究業績[1-2]として、論文投稿中である（[2]は国

際共同研究）。また、研究業績[4-7]として、研究発表を行った。研究業績[1-2]の概要を報告する： 

 

2.1. 研究業績[1] 

 平面曲線の縮閉線はその曲線の曲率円（接触円）の中心の軌跡として得られる曲線であり、伸開線はその

曲線に巻きつけられた糸をたゆまないようにほぐしてゆくときの端点の軌跡として得られる曲線である。縮

閉線と伸開線をとる操作はある種の逆操作であることが知られている。縮閉線と伸開線は波の生成、光の波

動性や振り子の等時性などの研究に利用されてきた曲線であり、自然に特異点（速度ベクトルが零になる

点）を持つ曲線である。 

 本論文では、空間曲線の平行曲線、法線曲面、縮閉線と伸開線について調査した結果を報告した。ここ

で、空間曲線の縮閉線は「接触円に由来する縮閉線」を考える。空間曲線の縮閉線と伸開線も自然に特異点

を持つ曲線である。特異点を許容する空間曲線の微分幾何学的研究手法として、上述の報告者らによる枠付

き曲線の理論を適用した。Bishop枠（特別な動標構）を利用し、縮閉線と伸開線の定式化・調査を行っ

た。然るべき仮定の下、「接触円に由来する縮閉線」をとる操作と伸開線をとる操作がある種の逆操作であ

り、特異点型の対応が得られることが明らかになった。球面ネフィロイドの例では、2/3カスプ、4/3カス

プ、カスプ辺、ツバメの尾、カスプ状交叉帽子が観察できる（図 1）。 

 
図 1：（左から順に）球面ネフィロイド、縮閉線と法線曲面、伸開線と伸開線の法線曲面 

 

2.2. 研究業績[2] 

 [Honda-Takahashi, 2020]では、従来の 3 次元ユークリッド空間上の正則なベルトラン／マンハイム曲線

の存在条件を訂正（非退化条件を追加）した。また、一般化として、枠付き曲線のベルトラン／マンハイム

曲線を定義し、存在条件と性質を明らかにした。 

 本論文では、4次元ユークリッド空間上の正則なベルトラン／マンハイム曲線と枠付き曲線のベルトラン

／マンハイム曲線を定義し、存在条件と性質を明らかにした。 


