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公立千歳科学技術大学特別研究等助成要綱第 7条に基づき、下記のとおり報告いたします。 
 

報告者 

所属 共通教育科 職名 教授  准教授  講師  助教  助手 

氏名 藤井 忍 ふりがな ふじい しのぶ 

研究課題名 球面内の 4次等径超曲面の不変式論的特徴づけに関する研究 

本研究費に

よる発表論

文、著書 な

ど 

藤井 忍, 対称 Clifford 系と実 Grassmann 多様体の部分カンドルについて, 部分多様体幾何とリー

群作用 2024 記録集, to appear 

 

 

 

 



研究成果報告 

当初の研究計画では, ４次カルタン・ミュンツナー多項式のカシミール作用素を用いた記述を目標として

いたが、共同研究者との議論の中で, 次年度以降に予定していた「クリフォード代数の表現とグラスマン多

様体のカンドル構造」に関する研究に大きな進展が見られたため, 研究課題を変更して研究を進めた。 

 

【研究の背景】 

 クリフォード代数の実𝑛次表現は 2𝑛 次の実対称行列の有限集合 ሼ𝑃଴,𝑃ଵ, … … ,𝑃௠ሽ であって、以下の関係

式を満たすもの（これを対称クリフォード系と呼ぶ）から決定されることが知られている： 

 
𝑃௜ 𝑃௝ ൅ 𝑃௝ 𝑃௜ ൌ 2 𝛿௜௝ 𝐼ଶ௡. 

 

ここで 𝛿௜௝ はクロネッカーのデルタで, 𝐼ଶ௡ は 2𝑛 次の単位行列である。対称クリフォード系の各元 𝑃௜ に
対して, 𝑉௜ ൌ ሼ𝑣 ∈ 𝑅ଶ௡ |𝑃௜ 𝑣 ൌ 𝑣ሽ と定めると, 各 𝑉௜ は 𝑛 次元部分空間であることはすぐわかる。 

さらに，𝑅ଶ௡ にユークリッド内積を入れ，𝑉௜  に関する鏡映変換を 𝜎௜ ∶ 𝑅ଶ௡ → 𝑅ଶ௡ とすると, 𝑖 ് 𝑗 ならば

 𝜎௜൫𝑉௝൯ ൌ 𝑉௝
ୄ  を満たすことが分かる。ただし，𝑉௝

ୄ は 𝑉௝ の直交補空間である。 そこで, 一般に 𝑖 ് 𝑗 な
らば 𝜎௜൫𝑉௝൯ ൌ 𝑉௝

ୄ  を満たす𝑅ଶ௡ 内の 𝑛 次元部分空間の有限集合 ሼ𝑉଴,𝑉ଵ, … … ,𝑉௠ሽ をクリフォード配置と名

付け, その部分空間配置としての性質を明らかにすることがこの研究の大きな課題である。 

 リーマン多様体 𝑀 であって, 各点 𝑥 ∈ 𝑀 に対して点対称 𝑠௫ ∶ 𝑀 → 𝑀 が備わっているものをリーマン

対称空間と呼ぶ。リーマン対称空間の「かたち」は対蹠集合を調べることで大まかに分かると考えられてい

る。しかし、多くの対称空間について, その対蹠集合の記述や分類は不明であったが, 近年, 田中--田崎の

研究によって明らかになってきている。 

𝑅ଶ௡ 内の 𝑛 次元部分空間全体のなすグラスマン多様体 Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ はリーマン対称空間なのだが, これの対

蹠集合や極大対蹠集合についてはまだ詳細はわかっていない。しかし, 𝑉 ∈  Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ とその直交補空間を

同一視した空間 Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ∗ （これも対称空間になる）の極大対蹠集合の分類は田中--田崎によって最近完

成した。この空間の対蹠集合はクリフォード配置と関係あることは既に申請者が示していたが, 分類結果を

用いて詳細を明らかにすることが本研究の課題である。 

 
【研究の成果】 

 今回の研究の大きな結果は, 不完全ではあるが, 田中--田崎の結果をクリフォード配置の言葉で記述した

ことにある。 

 クリフォード配置自身は対蹠集合にはならないが, クリフォード配置とそれに属する部分空間の直交補空

間すべてを含む有限集合は Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ の点対称に対して 

 

𝑠௏ ∘ 𝑠ௐ ൌ 𝑠ௐ ∘ 𝑠௏ ሺ𝑉,𝑊 ∈  Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻሻ 
 

を満たす(このような集合を s-可換集合と呼ぶ)ことは申請者によって明らかになっていた。また, クリフ

ォード配置に属する部分空間とその直交補空間を同一視する同値関係による商は Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ∗ の極大対蹠集

合と関係あることが期待されていたが, 田中-—田崎の結果を合わせることでクリフォード配置との関係が明

らかになった。低次元の場合は具体的かつ簡単に記述できることも大きな結果である。 
また, 有向グラスマン多様体（部分空間に右手系, 左手系の基底を選んで向きを考える）の極大 s-可換集

合とクリフォード配置の関係も部分的に明らかにできた。 

 

【今後の展望】 

 当初の研究計画を実行しなかったことは申し訳なく思うが, 次年度以降に進める予定であった研究に大き

な進展があったことは喜ばしいことである。今回得られた結果を論文にまとめて投稿する予定ではあるが, 

具体的なことはまだ決まっていない。 

 クリフォード配置から４次カルタン・ミュンツナー多項式を構成できると予想しているが, この問題は次

年度以降の課題である。もしクリフォード配置から４次カルタン・ミュンツナー多項式を構成できれば, 

 Gr௡ଶ௡ሺ𝑅ሻ∗ の幾何と４次等径超曲面の幾何に関係があることが分かり, とても興味深い課題である。 


